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complejo.Si S, T €L(K), notaremos ST su composicion SoT.
Representaremos por l4¢ 0, simplemente, por |, el operador identidad en
J.Se dice que un operador T eL(K) es inversible , o que tiene inverso, si T
es un isomorfismo topolégico, es decir, existe T~ € L(7).

Proposicion. Para cada T € L(J() hay un Gnico operador T * € L(F), llamado
el adjunto de T, verificando que

(Tx[y)=(x[T%y) ¥xyeH (N
Parar todos S, T eL(%), y todo A €K, se verifica:
@ ) (SHAT) =S*+AT*, i) (ST)*=T*S*; i) (T*)" =T;

@ i) [T*| =TIl V) [T*T| =|T|]2. Ademas, T es inversible si, y s6lo
si, T* es inversible, en cuyo caso (T*)~% = (T 1)*.
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Observa que L(J) tiene una rica estructura: es un espacio vectorial y
también es un anillo cuyo producto es la composicién de operadores
(S,T)+— ST, la cual es distributiva respecto de la adicion. Todo esto se
resume diciendo que L(¥) es un algebra..
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Ademés, L(H) es un espacio de Banach y el producto es continuo pues
IST|| < |IS|||T]||. Todo esto se resume diciendo que L(H) es un algebra de
Banach .

Ademas, la aplicaciéon T — T* es una involucion (porque (T*)*=T) de
algebra (porque (ST)* = T*S*); y tiene unidad para el producto que es la
aplicacién identidad. Todo esto se resume diciendo que L(J) es un algebra
de Banach involutiva con unidad

En consecuencia, los conceptos propios de la teoria de anillos como, por
ejemplo, el concepto de ideal, tienen perfecto sentido en L(K).

Se dice que un subconjunto A C L(3) es autoadjunto si siempre que T €A se
tiene que T*€A.
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Se dice que un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H es un
subespacio invariante por T eL(%), si T(M) C M, y se dice que M es un
subespacio reductor paraT siT(M)cMyT(M‘)c M'. Observa que M
es un subespacio reductor para T si, y s6lo si, M+ es un subespacio reductor
paraT.

Proposicion. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert .
Entonces se verifica que

T(M)CN < T*(NH)cMmt 4)

En particular, M es un subespacio reductor para T si, y s6lo si, M es
invariante por T y por T*.

Se dice que un operador T €L () es autoadjunto o hermitiano cuando
T* =T, es decir, cuando se verifica que

(Txy)=(x|Ty) (x,y€IH).

Los operadores autoadjuntos constituyen un subespacio vectorial real de
L(7) que, ademas, es cerrado.
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Si T eL(H) es autoadjunto las igualdades (2) y (3) se escriben
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Si T eL(H) es autoadjunto las igualdades (2) y (3) se escriben

TOO) =ker(T), H=T@O)@ker(T) (TeL@F),T*=T) (5

Paratodo T € L(H) los operadores T +T*, TT*, T*T son autoadjuntos.

Un operador T €L(K) se llama normal cuando TT* =T*T. Los operadores
normales no constituyen un subespacio vectorial de L(%) si la dimension de
H es mayor o igual que 2.

Un operador T €L(¥) se llama unitario cuando TT* =TT =1.
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or(x,y)=(Txly) (X, yeX)

cuya forma cuadrética asociada es

Qr(x)=(Tx[x) (xeX)

Tenemos que

¢r(x.y)=or(y,x) < (Tx]y)=(x[Ty)

es decir, ¢1 es hermitica si, y solo si, T es autoadjunto. En particular, si T es
autoadijunto la forma cuadratica Q1 debe tomar valores reales.

En el caso complejo, esta condicion es también suficiente pues, por la
identidad de polarizacion, se tiene que

497 (x,y) =Qr(x+y)—Qr (X —y) +iQr (x +iy) —iQr (x —iy)
y si Qt toma valores reales se deduce enseguida que ¢t es hermitica.

Y, también en el caso complejo, deducimos que ¢t es nula, lo que equivale a
que T =0, si, y s6lo si, Qt es nula.
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i) Si(Tx|x)=0 paratodo x €, entonces T =0.
ii) T es autoadjunto si, y solo si, (Tx | x) €R para todo x € J{.

i) T se expresa de forma Unica como T = A+iB donde A,B €L(%) son
operadores autoadjuntos; T es normal si, y sélo si, AB = BA.

Proposicion. Sea 3 un espacio de Hilberty T € L(3().
a) Si T es autoadjunto, entonces

[Tl = sup{[(Tx [ X)|: x €, [Ix]|=1} 6)

Portanto,siT =T*y (Tx | x) = 0 para todo x € }, entonces T =0.

b) T esnormal si, y sélo si, | Tx|| = ||T *x|| para todo x € .
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aij) = (Tu [u) ((i.j)eNxN)
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Matrices. Supongamos que H es un espacio de Hilbert separable de dimension
infinita y sea B = {un : n€N} una base ortonormal. A cada operador T € L(H)
podemos asociar una funcién a: N x N — K, dada por

a(ij)= (Tui|u) ((i.j)eNxN)

Podemos pensar en dicha funcion como una “matriz”, A = (a(i,j))NxN, que
representa al operador T en la base B, pues como cada elemento de H viene
dado por su serie de Fourier en B, es claro que el operador T esta determinado
de manera Unica por sus valores en B y se tiene que

T(u)= (Tujlui)ui: (IJ) (ieN)

M
HMg

por lo que T esta determinado de forma Unica por su matriz A.

ComoT*eL(H)y
(T ui) = (u | Tui) = (Tu; | u;) = a(j,i)
deducimos que la matriz A* que representa a T* en B viene dada por
a'(i,j)=a(j,i) ((i,j))eNxN)

es decir A* = A' es la matriz transpuesta conjugada de A,
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Operadores de multiplicaciéon.  Consideremos el caso de una matriz diagonal infinita
dada por a(i,i) = A;, a(i,j) =0 parai #j. Pongamos A = {A,} y tratemos de definir un
operador diagonal M, que verifique M, (u;) = Au;.
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Operadores de multiplicaciéon.  Consideremos el caso de una matriz diagonal infinita
dada por a(i,i) = A;, a(i,j) =0 parai #j. Pongamos A = {A,} y tratemos de definir un
operador diagonal M, que verifique M, (u;) = Aju;.Una condicién necesaria para que
dicho operador sea continuo es que la sucesién {A,} esté acotada, en cuyo caso
definiendo

My = 3 A (X [ udu (x€%0)
i=1

se tiene que ||M, (x)||? < ||A |2 [|x||? por lo que el operador asi definido es continuo con
IMA[F= 1Al y M (ui) = Aiti.

En el caso particular del espacio ¢, considerando la base ortogonal B = {e; : n€N} de
los vectores unidad, se tiene que

My (x) = iAnx(n)en (xel)
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Operadores de multiplicaciéon.  Consideremos el caso de una matriz diagonal infinita
dada por a(i,i) = A;, a(i,j) =0 parai #j. Pongamos A = {A,} y tratemos de definir un
operador diagonal M, que verifique M, (u;) = Aju;.Una condicién necesaria para que
dicho operador sea continuo es que la sucesion {An} esté acotada, en cuyo caso
definiendo

=

My(x) =S A(x|u)u  (xe3H)
=1

se tiene que ||M, (x)||? < ||A |2 [|x||? por lo que el operador asi definido es continuo con
IMA[F= 1Al y M (ui) = Aiti.

En el caso particular del espacio ¢, considerando la base ortogonal B = {e; : n€N} de
los vectores unidad, se tiene que

My (x) = iAnx(n)en (xel)

Dicho operador se llama operador de multiplicacion por A = {A,} (respecto a la base

B).Por lo antes visto, se tiene que (M, )* = MX es el operador de multiplicacion por

A = {A,} (respecto a la base B).Es inmediato que M, es normal; y es autoadjunto si, y
s6lo si, An €R para todo neN.Observa que la aplicacion A — M, de 4, en L(¢;) es
lineal e isométrica, por lo que L(¢;) contiene una copia isométrica de /. y por tanto
L(¢2) no es separable. Observa también que si A, u € £, entonces My M, =M, ;.
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Consideremos ahora el espacio de Hilbert Ly[a,b]. Cada @€ L[a,b] define
un operador My, : Ly[a,b] — Ly[a,b] por

Mo(f) = of  (felz[ab])
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Consideremos ahora el espacio de Hilbert Ly[a,b]. Cada @€ L[a,b] define
un operador My, : Ly[a,b] — Ly[a,b] por

Mo(f) = of  (felz[ab])

Dicho operador, que se llama operador de multiplicacién por @, es
claramente lineal y continuo con ||Mg|| = || @] c.

Para todas ¢, ) € L.[a,b] se verifica que Mgy = MgMy. Ademas (Mgy)* = Ma

Por tanto, M, es un operador normal; es autoadjunto si, y solo si, ¢(t) eR
para casi todo t €[a,b], y es unitario si, y sélo si, |@(t)| = 1 para casi todo
tela,b].
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Operadores de desplazamiento. El operador S : ¢, — ¢, definido por

Sx=3 x(Menia  (xek2) ™
n=1
se llama operador de desplazamiento unilateral o hacia adelante.
Se verifica que

o

S*x = Z x(n)en_1 (8)
n=2

dicho operador se llama operador de desplazamiento hacia atras.
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Operadores de desplazamiento. El operador S : ¢, — ¢, definido por

Sx=3 x(Menia  (xek2) ™
n=1
se llama operador de desplazamiento unilateral o hacia adelante.
Se verifica que

S'x =% x(n)en_1 (8)
n=2
dicho operador se llama operador de desplazamiento hacia atras.
Observa que para todo x €/5:
S(x(1),x(2),x(3),...) =(0,x(1),x(2),x(3),...)
$*(x(1).x(2).x(3)....) = (x(2).x(3).....)

El operador S es isométrico, ||Sx|| = ||x]|, por tanto kerS = {0} y S es inyectivo.

Operadores en Espacios de Hilbert



Operadores de desplazamiento. El operador S : ¢, — ¢, definido por

Sx=3 x(Menia  (xek2) ™
n=1
se llama operador de desplazamiento unilateral o hacia adelante.
Se verifica que

o

S*x = Z x(n)en_1 (8)
n=2

dicho operador se llama operador de desplazamiento hacia atras.
Observa que para todo x €/5:
S(x(1),x(2),x(3),...) =(0,x(1),x(2),x(3),...)
S*(x(1),x(2),x(3),...) = (x(2),x(3),...)

El operador S es isométrico, ||Sx|| = ||x||, por tanto kerS = {0} y S es inyectivo.El
operador S* no es inyectivo y ker(S*) = Ke;.

Operadores en Espacios de Hilbert



Operadores de desplazamiento. El operador S : ¢, — ¢, definido por

Sx=3 x(Menia  (xek2) ™
n=1
se llama operador de desplazamiento unilateral o hacia adelante.
Se verifica que

o

S*x = Z x(n)en_1 (8)
n=2

dicho operador se llama operador de desplazamiento hacia atras.
Observa que para todo x €/5:

S(x(1),x(2),x(3),...) =(0,x(1),x(2),x(3),...)
S (x(1).x(2),x(3).-..) = (x(2).x(3).....)
El operador S es isométrico, ||Sx|| = ||x||, por tanto kerS = {0} y S es inyectivo.El

operador S* no es inyectivo y ker(S*) = Ke;.
Se verifica que S*S = | pero SS* es la proyeccion ortogonal sobre (Key)*.
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Operadores integrales.
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Operadores integrales. Dada una funcion K €L,([a,b] x [a,b]), el operador
integral de nucleo K, es el operador lineal Tk : Ly[a,b] — Ly[a,b] definido por

b
[Tkf10) = [KOG)f(y)dy  (feLala,b]) ©
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Operadores integrales. Dada una funcion K €L,([a,b] x [a,b]), el operador
integral de nucleo K, es el operador lineal Tk : Ly[a,b] — Ly[a,b] definido por

[Tk f1(x f K (x,y)f (feLolab]) ©

Dicho operador es continuoy || Tk || < [|K]||2.

Se verifica que (Tx )* = Tk« donde K*(x,y) = K(y,x). Por tanto Tx es
autoadjunto si, y s6lo si, K(x,y) = K(y,x) para casi todo (x,y) € [a,b] x [a,b].
Un caso particular importante se presenta cuando [a,b] = [0,1] y K es la
funcién caracteristica del conjunto A = {(x,y): 0 <y <x < 1}. El
correspondiente operador integral es el operador de Volterra ,V, dado por

[VF](x jf (x€[0,1],f €L,[0,1]).
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Una proyeccién ortogonal en un espacio de Hilbert H es un idempotente P
tal que ker(P) = P (3()*.
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Una proyeccién ortogonal en un espacio de Hilbert H es un idempotente P
tal que ker(P) = P(%)*.

Proposicion. Sea H un espacio de Hilberty P : H — H una aplicacion lineal
no nula. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) P es un idempotente autoadjunto, es decir: P2=P y (Px | y)=(x | Py)
para todos x,y € H.

ii) P es la proyeccion ortogonal de 3 sobre P (7).

Como consecuencia del teorema de la proyeccién ortogonal, es claro que en
un espacio de Hilbert hay una correspondencia biunivoca entre subespacios
cerrados y proyecciones ortogonales.
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Una proyeccién ortogonal en un espacio de Hilbert H es un idempotente P
tal que ker(P) = P(%)*.

Proposicion. Sea H un espacio de Hilberty P : H — H una aplicacion lineal
no nula. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un idempotente autoadjunto, es decir: P2=P y (Px | y)=(x | Py)
para todos x,y € H.

ii) P es la proyeccion ortogonal de 3 sobre P (7).

Como consecuencia del teorema de la proyeccién ortogonal, es claro que en
un espacio de Hilbert hay una correspondencia biunivoca entre subespacios
cerrados y proyecciones ortogonales.

Proposicion. Sean P y Q dos proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert K. Entonces se verifica que PQ = 0 si, y slo si, Q(H) L P(X), en
cuyo caso P + Q es la proyeccion ortogonal sobre P (3) + Q(3).
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Una proyeccién ortogonal en un espacio de Hilbert H es un idempotente P
tal que ker(P) = P(%)*.

Proposicion. Sea H un espacio de Hilberty P : H — H una aplicacion lineal
no nula. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es un idempotente autoadjunto, es decir: P2=P y (Px | y)=(x | Py)
para todos x,y € H.

ii) P es la proyeccion ortogonal de 3 sobre P (7).

Como consecuencia del teorema de la proyeccién ortogonal, es claro que en
un espacio de Hilbert hay una correspondencia biunivoca entre subespacios
cerrados y proyecciones ortogonales.

Proposicion. Sean P y Q dos proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert K. Entonces se verifica que PQ = 0 si, y slo si, Q(H) L P(X), en
cuyo caso P + Q es la proyeccion ortogonal sobre P (3) + Q(3).

De esta proposicion se deduce que si M y N son subespacios cerrados de
un espacio de Hilbert que son ortogonales, M L N, entonces M +N es un
subespacio cerrado. Lo mismo ocurre, claro estd, para cualquier suma finita
de subespacio cerrados ortogonales dos a dos.
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Proposicion. Sea H un espacio de Hilbert, para cada nN sea M;, un
subespacio cerrado de H y P, la proyeccién ortogonal sobre M.
Supongamos que dichos espacios son dos a dos ortogonales, esto es

Mp L Mg sip #4q.SeaM =Lin{Us_;Mn} y Py la proyeccion ortogonal sobre

M. Entonces para todo x € H se verifica que Py (x) = z Pn(x)y
n=1

0

IPM(x)IZ =3 [IPn(x)]%.

n=1
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Proposicion. Sea H un espacio de Hilbert, para cada nN sea M;, un
subespacio cerrado de H y P, la proyeccién ortogonal sobre M.
Supongamos que dichos espacios son dos a dos ortogonales, esto es

Mp L Mg sip #4q.SeaM =Lin{Us_;Mn} y Py la proyeccion ortogonal sobre

M. Entonces para todo x € H se verifica que Py (x) = z Pn(xX)y
n=1

0

IPM(x)IZ =3 [IPn(x)]%.

n=1

El espacio M en la proposicion anterior se llama suma ortogonal o
hilbertiana de la familia de espacios {My : n€N} y se representa por
M =@ _1 My ytambién M = L7 M.
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Sea X un espacio normado. Un operador T €L(X) se dice de rango finito si
la dimensién de su imagen, T (X), es finita.
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Sea X un espacio normado. Un operador T €L(X) se dice de rango finito si
la dimensién de su imagen, T (X), es finita.

En un espacio de Hilbert, I, las proyecciones ortogonales sobre
subespacios de dimension finita, son operadores de rango finito. Una tal
proyeccion es de la forma

PUb) = 3 (< |V (10)
k=1

donde {vy : 1 <k < n} es una base ortonormal de M.
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En un espacio de Hilbert, I, las proyecciones ortogonales sobre
subespacios de dimension finita, son operadores de rango finito. Una tal
proyeccion es de la forma

n
Pm(x) =3 (X[vi)vk (10)
K=1
donde {vy : 1 <k < n} es una base ortonormal de M.

En general, si T €L(%) es un operador de rango finitoy {vx : 1 <k <n}es
una base ortonormal de T (), se tiene que
n n
Tx=3% (x|vigwie= > (X[ T v)ve = Z(x|u|< (11)
k=1 k=1

donde hemos puesto ug = T *vy.
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Sea X un espacio normado. Un operador T €L(X) se dice de rango finito si
la dimensién de su imagen, T (X), es finita.

En un espacio de Hilbert, I, las proyecciones ortogonales sobre
subespacios de dimension finita, son operadores de rango finito. Una tal
proyeccion es de la forma

n
Pm(x) =3 (X[vi)vk (10)
K=1
donde {vy : 1 <k < n} es una base ortonormal de M.

En general, si T €L(%) es un operador de rango finitoy {vx : 1 <k <n}es
una base ortonormal de T (), se tiene que

n n
Tx=3% (x|vigwie= > (X[ T v)ve = Z(x|u|< (11)
K=1 K=1
donde hemos puesto ug = T *vy.

Dados dos vectores u,v € K se defineu®v : 5 — H por
[uev](x)=(x|u)v (xeXH)

La imagen de u®v, supuesto u # 0, v # 0, es la recta vectorial Kv. Es facil
comprobar que [u®V]* =v@u.
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Podemos escribir ahora las igualdades (10) y (11) en las formas

n n
PM:zvk®vk, T:zuk®vk
K=1 K=1
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Podemos escribir ahora las igualdades (10) y (11) en las formas
n n
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K=1 K=1

Representaremos F () el conjunto de los operadores de rango finito en un
espacio de Hilbert H. Recogemos a continuacion algunas propiedades
elementales de los mismos.
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Podemos escribir ahora las igualdades (10) y (11) en las formas
n n
PM:ka®Vk, T:Zuk®vk
K=1 K=1

Representaremos F () el conjunto de los operadores de rango finito en un
espacio de Hilbert H. Recogemos a continuacion algunas propiedades
elementales de los mismos.

Proposicion. El conjunto F () de los operadores de rango finito de un
espacio de Hilbert I, es el subespacio de L(¥) engendrado por el conjunto
{u®v : u,veXH}. ParaT eF(¥H) se tiene que T* € F(J) y, ademas, si

S eL(H), se verifica que TS y ST estan en F ().
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{u®v : u,veXH}. ParaT eF(¥H) se tiene que T* € F(J) y, ademas, si

S eL(H), se verifica que TS y ST estan en F ().

Las propiedades expresadas en la proposicion anterior pueden resumirse
diciendo que F () es un ideal bilatero autoadjunto de L(K).
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Proposicion. El conjunto F () de los operadores de rango finito de un
espacio de Hilbert I, es el subespacio de L(¥) engendrado por el conjunto
{u®v : u,veXH}. ParaT eF(¥H) se tiene que T* € F(J) y, ademas, si

S eL(H), se verifica que TS y ST estan en F ().

Las propiedades expresadas en la proposicion anterior pueden resumirse
diciendo que F () es un ideal bilatero autoadjunto de L(K).

Si H es de dimension infinita entonces F () no es cerrado en L(J().
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Podemos escribir ahora las igualdades (10) y (11) en las formas
n n
PM:ka®Vk, T:Zuk®vk
K=1 K=1

Representaremos F () el conjunto de los operadores de rango finito en un
espacio de Hilbert H. Recogemos a continuacion algunas propiedades
elementales de los mismos.

Proposicion. El conjunto F () de los operadores de rango finito de un
espacio de Hilbert I, es el subespacio de L(¥) engendrado por el conjunto
{u®v : u,veXH}. ParaT eF(¥H) se tiene que T* € F(J) y, ademas, si

S eL(H), se verifica que TS y ST estan en F ().

Las propiedades expresadas en la proposicion anterior pueden resumirse
diciendo que F () es un ideal bilatero autoadjunto de L(K).

Si H es de dimension infinita entonces F () no es cerrado en L(J().Nos
proponemos describir el cierre del espacio F () en L(¥).
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Representaremos F () el conjunto de los operadores de rango finito en un
espacio de Hilbert H. Recogemos a continuacion algunas propiedades
elementales de los mismos.

Proposicion. El conjunto F () de los operadores de rango finito de un
espacio de Hilbert I, es el subespacio de L(¥) engendrado por el conjunto
{u®v : u,veXH}. ParaT eF(¥H) se tiene que T* € F(J) y, ademas, si

S eL(H), se verifica que TS y ST estan en F ().

Las propiedades expresadas en la proposicion anterior pueden resumirse
diciendo que F () es un ideal bilatero autoadjunto de L(K).

Si H es de dimension infinita entonces F () no es cerrado en L(J().Nos
proponemos describir el cierre del espacio F(H) en L(H).SiT eF(H) y By
es la bola unidad cerrada de 7, entonces T (B4¢) es un conjunto acotado y,
como estéa contenido en el espacio de dimensién finita T (3(), se tiene que
T (Bg¢) es compacto.Vamos a utilizar esta propiedad para definir una clase
de operadores, pero antes recordemos algunos conceptos que vamos a
necesitar.
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T : X — X tal que T(By) es relativamente compacto en X o, equivalentemente,
T(Bx) es totalmente acotado en X.En tal caso, puesto que T (By ) esta acotado,
se tiene que T €L(X) . Notaremos K (X) el conjunto de todos los operadores
compactos en un espacio de Banach X.

Proposicion. Sea X un espacio de Banach. Equivalen

a) T eK(X).

b) Para todo conjunto acotado A C X el conjunto T (A) es relativamente compacto.
c) Para toda sucesion acotada {x, } en X, la sucesion {Tx,} tiene alguna parcial
convergente.

Ademas, se verifica que K (X) es un ideal bilatero cerrado de L(X). Y si T eK(X)
entonces T (X) = Lin(T(Bx)) es separable.
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base ortonormal de T (3). Para cada n€N, sea Py, la proyeccion
ortogonal de J sobre Mn = Lin({uk : 1 <k < n}), entonces
lim{PnT}=T en L(HK). Por tanto K(H) =F(H) y K(H) es
autoadjunto.

Operadores en Espacios de Hilbert



Teorema. Sean H un espacio de Hilbert, T e K(H) y {un : neN} una
base ortonormal de T (3). Para cada n€N, sea Py, la proyeccion
ortogonal de J sobre Mn = Lin({uk : 1 <k < n}), entonces
lim{PnT}=T en L(HK). Por tanto K(H) =F(H) y K(H) es
autoadjunto.

Ejemplos. Un operador de multiplicacion M), : ¢, — £,, donde A € £,
es compacto si, y solo si, A = {An} €¢o.

Operadores en Espacios de Hilbert



Teorema. Sean H un espacio de Hilbert, T e K(H) y {un : neN} una
base ortonormal de T (3). Para cada n€N, sea Py, la proyeccion
ortogonal de J sobre Mn = Lin({uk : 1 <k < n}), entonces
lim{PnT}=T en L(HK). Por tanto K(H) =F(H) y K(H) es
autoadjunto.

Ejemplos. Un operador de multiplicacion M), : ¢, — £,, donde A € £,
es compacto si, y solo si, A = {An} €¢o.

Los operadores integrales definidos por (9) son compactos.
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En lo que sigue representaremos por E, el espacio propio ker(T —Al)
asociado a un valor propio A de un operador compacto hormal

T €L(3).Sabemos que dichos espacios son dos a dos ortogonales y, si

A #0, E, es de dimensidn finita.En el caso en que 0 sea un valor propio de
T, esto es, que T no sea inyectivo, se tiene que Eq = ker(T) puede tener
cualquier dimensién.Sabemos también que E, es un espacio reductor para
T. Observa que si A # 0 entonces T(E,) = AE, = E, y también

T*(E)) =Ej.

Teorema. Sea T # 0 un operador compacto normal en un espacio de Hilbert
complejo H. Entonces se verifica que J es la suma hilbertiana de los

espacios propiosde T.
H= P Ex (12)

Aeop(T)
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Observa que si P, es la proyeccion ortogonal de H sobre E, se tiene que
TPy =AP,.
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En lo que sigue representaremos por E, el espacio propio ker(T —Al)
asociado a un valor propio A de un operador compacto hormal

T €L(3).Sabemos que dichos espacios son dos a dos ortogonales y, si

A #0, E, es de dimensidn finita.En el caso en que 0 sea un valor propio de
T, esto es, que T no sea inyectivo, se tiene que Eq = ker(T) puede tener
cualquier dimensién.Sabemos también que E, es un espacio reductor para
T. Observa que si A # 0 entonces T(E,) = AE, = E, y también

T*(E)) =Ej.

Teorema. Sea T # 0 un operador compacto normal en un espacio de Hilbert
complejo H. Entonces se verifica que J es la suma hilbertiana de los
espacios propiosde T.

H= P Ei (12)
Aeop(T)
Ademas
T(H)= @ E (13)
Aeop(T)\{0}

Se verifica también que T (H) = T *(%).

Observa que si P, es la proyeccion ortogonal de H sobre E, se tiene que
TP, = AP,. Ya esta todo preparado para obtener la representacion espectral
de nuestro operador compacto normal T. Por claridad en la exposicién
vamos a tratar por separado el caso en que gp(T) es finito y el caso en que
0p(T) es infinito.
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operador compacto normal. Equivalen las afirmaciones siguientes
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Teorema Espectral. Sea J un espacio de Hilbert complejoy T € L(H) un
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b) 0,(T) es finito, es decir, T tiene solamente un nimero finito A;, 1 <i <N,
de valores propios distintos.
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a) T () es de dimension finita.

b) 0,(T) es finito, es decir, T tiene solamente un nimero finito A;, 1 <i <N,
de valores propios distintos.

En tal caso, poniendo E¢ = E, , y llamando Py a la proyeccion ortogonal de
H sobre Ey, se verifica que

N N N
H=EPE I= > P T=35 APy (14)
k=1 k=1
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Teorema Espectral. Sea J un espacio de Hilbert complejoy T € L(H) un
operador compacto normal. Equivalen las afirmaciones siguientes

a) T () es de dimension finita.

b) 0,(T) es finito, es decir, T tiene solamente un nimero finito A;, 1 <i <N,
de valores propios distintos.

En tal caso, poniendo E¢ = E, , y llamando Py a la proyeccion ortogonal de
H sobre Ey, se verifica que

N N N
H=EPE I= > P T=35 APy (14)
k=1 k=1

Ademas, si Bi es una base ortonormal de Ey, entonces B = U,’}‘:l By es una
base ortonormal de 3 formada por vectores propios de T. Y si 0 ¢ gp(T)
entonces H es de dimensioén finitay T es inversible.
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Con las mismas hipotesis y notaciones del teorema anterior, suponiendo que
0p(T) es finito, y llamando B; a los elementos de B que no estan en ker(T),
se tiene que B; es una base ortonormal finita de T (F(), y si enumeramos sus
elementos B; = {u; : 1 <i < n} y renombramos los valores propios llamando
a; al valor propio que corresponde al vector propio u; (por tanto, cada A, se
repite en la sucesion de los a; un numero de veces igual a la dimension de
Ey), se tiene que para todo x € H es

Tx = (Mx Judui =S (x| T*uj) u,:Z(x|al, P =

I

M= [M-

o (x [ up)ui =3 ai(u @u;)(x)

i=1
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0p(T) es finito, y llamando B; a los elementos de B que no estan en ker(T),
se tiene que B; es una base ortonormal finita de T (F(), y si enumeramos sus
elementos B; = {u; : 1 <i < n} y renombramos los valores propios llamando
a; al valor propio que corresponde al vector propio u; (por tanto, cada A, se
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Ey), se tiene que para todo x € H es

Tx = (Mx Judui =S (x| T*uj) u,:Z(x|al, P =

I

M= [M-

o (x [ up)ui =3 ai(u @u;)(x)

i=1

Es decir
n

T=35 aueu
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Teorema Espectral. Sea JH un espacio de Hilbert complejoy T e L(H) un
operador compacto normal. Supongamos que 0, (T) es infinito y sea
0p(T) = {An : n€N} una enumeracion cualquiera de gp (T ). Pongamos

Ex =E,,, Yy sea Py ala proyeccion ortogonal de 3 sobre Ey, se verifica
entonces que
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Teorema Espectral. Sea JH un espacio de Hilbert complejoy T e L(H) un
operador compacto normal. Supongamos que 0, (T) es infinito y sea
0p(T) = {An : n€N} una enumeracion cualquiera de gp (T ). Pongamos

Ex =E,,, Yy sea Py ala proyeccion ortogonal de 3 sobre Ey, se verifica
entonces que

H=EPE; T= i)\kpk (15)
k=1 k=1

donde la serie converge en el espacio de Banach L(J).
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[T =méx{|[A|:A€0p(T)} (16)
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Teorema Espectral. Sea JH un espacio de Hilbert complejoy T e L(H) un
operador compacto normal. Supongamos que 0, (T) es infinito y sea
0p(T) = {An : n€N} una enumeracion cualquiera de gp (T ). Pongamos

Ex =E,,, Yy sea Py ala proyeccion ortogonal de 3 sobre Ey, se verifica
entonces que

H=EPE; T= f)\kpk (15)
k=1 k=1

donde la serie converge en el espacio de Banach L(J).Ademas, se verifica
que
[T =méx{|[A|:A€0p(T)} (16)

Si By es una base ortonormal de Ey, entonces B = | J;_, Bk es una base
ortonormal de H formada por vectores propios de T. Y si 0 ¢ gp(T) entonces
H es separable.
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Con las mismas hipétesis y notaciones del teorema anterior, suponiendo que
0p(T) es infinito, y llamando B; a los elementos de B que no estan en
ker(T), se tiene que B; es una base ortonormal numerable infinita del
espacio de Hilbert T (), y si enumeramos sus elementos B; = {u, : neN} y
renombramos los valores propios llamando a;, al valor propio que
corresponde al vector propio up (por tanto, cada A, se repite en la sucesion
de los ax un nimero de veces igual a la dimensién de E,), se tiene que para
todo x € H es

00 0

Z(Tx|un n= 2 (x| T*up un_z(x\ﬁnun)un:

n=1 n=1

Tx

00

z an (X | up)up =

n=1 n=1

an(Up ®up)(x)

M
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Con las mismas hipétesis y notaciones del teorema anterior, suponiendo que
0p(T) es infinito, y llamando B; a los elementos de B que no estan en
ker(T), se tiene que B; es una base ortonormal numerable infinita del
espacio de Hilbert T (), y si enumeramos sus elementos B; = {u, : neN} y
renombramos los valores propios llamando a;, al valor propio que
corresponde al vector propio up (por tanto, cada A, se repite en la sucesion
de los ax un nimero de veces igual a la dimensién de E,), se tiene que para
todo x € H es

Tx = Z(Tx|un n= z (x| T*up)up = z(X\OTnUn)UnZ
n=1 n=1
= z an (X [Un)un = z an(un ®un)(x)
n=1 n=1
Es decir .
T= ) anUn®Un 17)
=1

serie que converge en L(K).
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Un operador T €L(H) donde K es un espacio de Hilbert, se dice que es
diagonalizable , si existe una base ortonormal de (, B = {u; : i €1}, formada
por vectores propios de T, es decir T (u;) = Aju; donde A; € K. Observa que
un operador T €L(7) queda determinado de manera Unica por sus valores
en los vectores de una base ortonormal ya que, por definicion de la misma,
H =Lin({y; :icl}).
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Un operador T €L(H) donde K es un espacio de Hilbert, se dice que es
diagonalizable , si existe una base ortonormal de (, B = {u; : i €1}, formada
por vectores propios de T, es decir T (u;) = Aju; donde A; € K. Observa que
un operador T €L(7) queda determinado de manera Unica por sus valores
en los vectores de una base ortonormal ya que, por definicion de la misma,
H =Lin({u; :i€l}).Ademas, si T es diagonalizable también T* lo es, pues si
i #] se tiene que

0= (Aiuj [u) = (Tui [uj) = (ui | T*(uy))
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Un operador T €L(H) donde K es un espacio de Hilbert, se dice que es
diagonalizable , si existe una base ortonormal de (, B = {u; : i €1}, formada
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i #] se tiene que
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lo que nos dice que T*(u;) es ortogonal a B\ {u; } lo que imlica que
T*u; = aju; y deducimos que

A= (T [ uy) = (uy [ THuy) = (u | agu) =
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H =Lin({u; :i€l}).Ademas, si T es diagonalizable también T* lo es, pues si
i #] se tiene que

0= (Aiuj [u) = (Tui [uj) = (ui | T*(uy))

lo que nos dice que T*(u;) es ortogonal a B\ {u; } lo que imlica que
T*u; = aju; y deducimos que

A= (T [ uy) = (uy [ THuy) = (u | agu) =

Por tanto, a; = A y T*(u;) = Aju;.
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diagonalizable , si existe una base ortonormal de (, B = {u; : i €1}, formada
por vectores propios de T, es decir T (u;) = Aju; donde A; € K. Observa que
un operador T €L(7) queda determinado de manera Unica por sus valores
en los vectores de una base ortonormal ya que, por definicion de la misma,
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i #] se tiene que

0= (Aiuj [u) = (Tui [uj) = (ui | T*(uy))

lo que nos dice que T*(u;) es ortogonal a B\ {u; } lo que imlica que
T*u; = aju; y deducimos que

A= (T [ uy) = (uy [ THuy) = (u | agu) =

Por tanto, a; = Aj y T*(u;j) = Aju;.Por tanto, para todo i €1,
TT*(u;) = T*T(u;) = |Ai]?u;, y concluimos que T es un operador normal.
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un operador T €L(7) queda determinado de manera Unica por sus valores
en los vectores de una base ortonormal ya que, por definicion de la misma,
H =Lin({u; :i€l}).Ademas, si T es diagonalizable también T* lo es, pues si
i #] se tiene que

0= (Aiuj [u) = (Tui [uj) = (ui | T*(uy))

lo que nos dice que T*(u;) es ortogonal a B\ {u; } lo que imlica que
T*u; = aju; y deducimos que

A= (Tuj [ u) = (uj | T u) = (uj | ajuy) =125
Por tanto, a; = Aj y T*(u;j) = Aju;.Por tanto, para todo i €1,

TT*(u;) = T*T(u;) = |Ai?u;, y concluimos que T es un operador normal.Por
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Un operador T €L(H) donde K es un espacio de Hilbert, se dice que es
diagonalizable , si existe una base ortonormal de (, B = {u; : i €1}, formada
por vectores propios de T, es decir T (u;) = Aju; donde A; € K. Observa que
un operador T €L(7) queda determinado de manera Unica por sus valores
en los vectores de una base ortonormal ya que, por definicion de la misma,
H =Lin({u; :i€l}).Ademas, si T es diagonalizable también T* lo es, pues si
i #] se tiene que

0= ()\iui ‘ Uj) = (Tui | Uj) = (Ui ‘T*(Uj))
lo que nos dice que T*(u;) es ortogonal a B\ {u; } lo que imlica que
T*u; = aju; y deducimos que
A= (Tuj [ uy) = (Ui | Tu) = (u; [ ajuy) =

Por tanto, a; = Aj y T*(u;j) = Aju;.Por tanto, para todo i €1,
TT*(u;) = T*T(u;) = |Ai?u;, y concluimos que T es un operador normal.Por
tanto, todo operador diagonalizable es normal.

Como consecuencia del Teorema Espectral, sabemos que un operador
compacto normal en un espacio de Hilbert complejo es diagonalizable.
Concluimos que un operador compacto en un espacio de Hilbert complejo es
diagonalizable si, y sélo si, es normal.
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Diagonalizacion ortogonal de matrices.  Consideremos C" con el producto
escalar usual

xy)=xt-7= 3 x(yk)  (xyeC)
k=1

donde x ey representan vectores columna, la letra t significa transposicién
matricial y el punto “” representa producto de matrices.
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donde x ey representan vectores columna, la letra t significa transposicién
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operador lineal (automaticamente continuo y compacto). Fijada una base en
C", podemos representar T y su adjunto por sendas matrices

A,BeMpxn(C).
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Una matriz, A€ Mn«n(C), se dice que es hermitiana o autoadjunta  si
A =A* normal siA-A*=A*.A, unitaria si A*=A1
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Diagonalizacion ortogonal de matrices.  Consideremos C" con el producto
escalar usual

xy)=xt-7= 3 x(yk)  (xyeC)
k=1

donde x ey representan vectores columna, la letra t significa transposicién
matricial y el punto “” representa producto de matrices.Sea T : C" — C" un
operador lineal (automaticamente continuo y compacto). Fijada una base en

C", podemos representar T y su adjunto por sendas matrices

A,B eMpy«n(C).Sabemos que B = A'. Notaremos A* = A'.

Una matriz, A€ Mn«n(C), se dice que es hermitiana o autoadjunta  si
A =A* normal siA-A*=A*.A, unitaria si A*=A1

Las matrices reales hermitianas se llaman matrices simétricas , y las
matrices reales unitarias se llaman matrices ortogonales .
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Diagonalizacion ortogonal de matrices.  Consideremos C" con el producto
escalar usual

xy)=xt-7= 3 x(yk)  (xyeC)
k=1

donde x ey representan vectores columna, la letra t significa transposicién
matricial y el punto “” representa producto de matrices.Sea T : C" — C" un
operador lineal (automaticamente continuo y compacto). Fijada una base en

C", podemos representar T y su adjunto por sendas matrices

A,B eMpy«n(C).Sabemos que B = A'. Notaremos A* = A'.

Una matriz, A€ Mn«n(C), se dice que es hermitiana o autoadjunta  si
A=A* normal si A-A*=A*.A unitaria si A* =A"1

Las matrices reales hermitianas se llaman matrices simétricas , y las
matrices reales unitarias se llaman matrices ortogonales .

Claramente, si T : C" — C" es un operador lineal y A es su matriz en una
base de C", entonces T es autoadjunto, normal o unitario si, y sélo si, A es
hermitiana, normal o unitaria respectivamente.

Operadores en Espacios de Hilbert



Diagonalizacion ortogonal de matrices.  Consideremos C" con el producto
escalar usual

xy)=xt-7= 3 x(yk)  (xyeC)
k=1

donde x ey representan vectores columna, la letra t significa transposicién
matricial y el punto “.” representa producto de matrices.Sea T : C" — C" un
operador lineal (automaticamente continuo y compacto). Fijada una base en

C", podemos representar T y su adjunto por sendas matrices
1

A,B eMpy«n(C).Sabemos que B = A'. Notaremos A* = A'.
Una matriz, A€ Mn«n(C), se dice que es hermitiana o autoadjunta  si
A =A* normal siA-A*=A*.A, unitaria si A*=A1

Las matrices reales hermitianas se llaman matrices simétricas , y las
matrices reales unitarias se llaman matrices ortogonales .

Claramente, si T : C" — C" es un operador lineal y A es su matriz en una
base de C", entonces T es autoadjunto, normal o unitario si, y sélo si, A es
hermitiana, normal o unitaria respectivamente.Analoga observacién puede
hacerse para operadores lineales T : R" — R", un tal operador es simétrico
(autoadjunto) u ortogonal (unitario) cuando su matriz en una base de R" es
simétrica u ortogonal respectivamente.
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Se dice que dos matrices A, B € Mn«n(K) son unitariamente equivalentes  si
existe una matriz unitaria U € Mn«n(K) tal que A=U-B-U*.

Operadores en Espacios de Hilbert



Se dice que dos matrices A, B € Mn«n(K) son unitariamente equivalentes  si
existe una matriz unitaria U € Mnxn(K) tal que A= U -B-U*.Si una matriz A
es unitariamente equivalente a una matriz diagonal D es inmediato
comprobar que A es normal.
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Se dice que dos matrices A, B € Mn«n(K) son unitariamente equivalentes  si
existe una matriz unitaria U € Mnxn(K) tal que A= U -B-U*.Si una matriz A
es unitariamente equivalente a una matriz diagonal D es inmediato
comprobar que A es normal.

En el caso complejo, el teorema espectral nos da la afirmacion reciproca,
pues si A€ M«n(C) es una matriz normal, y consideramos el operador lineal
en C", x — A-x, dicho teorema implica que existe una base ortonormal de
C", {uk,1 <k <n}, yndmeros A, €C, 1 < k < n tales que

=

n
x=3 (XJuue = A-x =3 Ac(x | ue)ug
= =
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existe una matriz unitaria U € Mnxn(K) tal que A= U -B-U*.Si una matriz A
es unitariamente equivalente a una matriz diagonal D es inmediato
comprobar que A es normal.

En el caso complejo, el teorema espectral nos da la afirmacion reciproca,
pues si A€ M«n(C) es una matriz normal, y consideramos el operador lineal
en C", x — A-x, dicho teorema implica que existe una base ortonormal de
C", {uk,1 <k <n}, yndmeros A, €C, 1 < k < n tales que

=

n
x=3 (XJuue = A-x =3 Ac(x | ue)ug
= =

Igualdad que podemos escribir como sigue.

Operadores en Espacios de Hilbert



Ax:i}\k(xwk)uk: ull Un : =
“ | D un)
| R 1 xt-Tp
=|u Un _ =
| ] An] IXU-Un
[ 17 M 1~ -
=(u; ... Uun|- . : -x=U-D-U*-x
L 1] b I T
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Ax:i}\k(xwk)uk: ull Un : =
“ | 1 A Gxun)
| R 1 xt-Tp
= |ug Un _ =
| ] An] IXU-Un
[ 17 M 1~ -
=|up ... Uun|- . : -x=U-D-U"-x
L 1] b I T

Donde U es la matriz unitaria cuyas columnas son los vectores ug, U,,...,Un,
y D = (d;) es la matriz diagonal dada por djj = A;, djj = 0 para
i #j.
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Ax:i}\k(xwk)uk: ull Un : =
“ | 1 A Gxun)
| R 1 xt-Tp
= |ug Un ) . =
| ] An] IXU-Un
[ 17 M 1~ -
=|up ... Uun|- . : -x=U-D-U"-x
L 1] b I T

Donde U es la matriz unitaria cuyas columnas son los vectores ug, U,,...,Un,
y D = (d;) es la matriz diagonal dada por djj = A;, djj = 0 para

i # j.Deducimos que A=U-D-U*, lo que prueba que A es unitariamente
equivalente a una matriz diagonal.
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Un resultado anélogo se obtiene para matrices simétricas reales
AeMnxn(R). Podemos enunciar ambos resultados conjuntamente para
matrices autoadjuntas reales o complejas. Observa que entonces los valores
propios son reales.
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propios son reales.

Teorema. Sea A€M «n(K) donde K =R o K = C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes
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Un resultado anélogo se obtiene para matrices simétricas reales
AeMnxn(R). Podemos enunciar ambos resultados conjuntamente para
matrices autoadjuntas reales o complejas. Observa que entonces los valores
propios son reales.

Teorema. Sea A€M «n(K) donde K =R o K = C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

a) A es autoadjunta.
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matrices autoadjuntas reales o complejas. Observa que entonces los valores
propios son reales.

Teorema. Sea A€M «n(K) donde K =R o K = C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes
a) A es autoadjunta.

b) Existe una base ortonormal {uy : 1 < k < n} de K" formada por vectores
propios de A con correspondientes valores propios reales {Ay : 1 <k <n}.
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Un resultado anélogo se obtiene para matrices simétricas reales
AeMnxn(R). Podemos enunciar ambos resultados conjuntamente para
matrices autoadjuntas reales o complejas. Observa que entonces los valores
propios son reales.

Teorema. Sea A€M «n(K) donde K =R o K = C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes
a) A es autoadjunta.

b) Existe una base ortonormal {uy : 1 < k < n} de K" formada por vectores
propios de A con correspondientes valores propios reales {Ay : 1 <k <n}.

c) Existen nameros reales Ay, A5, ..., Ay y vectores ortonormales uq,Uo,...,Un

tales que
n

Ax = Z)\k(x\uk)uk (xeK")
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Un resultado anélogo se obtiene para matrices simétricas reales
AeMnxn(R). Podemos enunciar ambos resultados conjuntamente para
matrices autoadjuntas reales o complejas. Observa que entonces los valores
propios son reales.

Teorema. Sea A€M «n(K) donde K =R o K = C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

a) A es autoadjunta.
b) Existe una base ortonormal {uy : 1 < k < n} de K" formada por vectores
propios de A con correspondientes valores propios reales {Ay : 1 <k <n}.

c) Existen nameros reales Ay, A5, ..., Ay y vectores ortonormales uq,Uo,...,Un

tales que
n

Ax = Z)\k(x\uk)uk (xeK")
K=1

d) A=U-D-U* donde U es unitariay D es diagonal con escalares reales en
la diagonal.
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Los siguientes resultados proporcionan interesante informacion sobre los
operadores compactos.
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Los siguientes resultados proporcionan interesante informacion sobre los
operadores compactos.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert K,
M = {0} un subespacio cerrado de H, y A €K con A # 0. Pongamos

m=inf {|(T =Alx]|: [[x|| = 1,x eM} (18)

Entonces:
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operadores compactos.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert K,
M = {0} un subespacio cerrado de H, y A €K con A # 0. Pongamos

m=inf {|(T =Alx]|: [[x|| = 1,x eM} (18)

Entonces:
a) Sim =0, se verifica que A € gp(T) y ker(T —Al)NM # {0}.
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Los siguientes resultados proporcionan interesante informacion sobre los
operadores compactos.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert K,
M = {0} un subespacio cerrado de H, y A €K con A # 0. Pongamos

m=inf {|(T =Alx]|: [[x|| = 1,x eM} (18)

Entonces:

a) Sim =0, se verifica que A € gp(T) y ker(T —Al)NM # {0}.

b) Si m > 0 se verifica que (T —AI)(M) es cerradoy T —Al es un
isomorfismo topoldgico de M sobre (T —Al)(M).
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Los siguientes resultados proporcionan interesante informacion sobre los
operadores compactos.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert K,
M = {0} un subespacio cerrado de H, y A €K con A # 0. Pongamos

m=inf {|(T =Alx]|: [[x|| = 1,x eM} (18)

Entonces:

a) Sim =0, se verifica que A € gp(T) y ker(T —Al)NM # {0}.

b) Si m > 0 se verifica que (T —AI)(M) es cerradoy T —Al es un
isomorfismo topoldgico de M sobre (T —Al)(M).

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H'y
AeKcon A #£0, entonces (T — Al)(H) es cerrado. En consecuencia se
verifica que

(T =AN(H) =ker(T* =A1* (19)
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Los siguientes resultados proporcionan interesante informacion sobre los
operadores compactos.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert K,
M = {0} un subespacio cerrado de H, y A €K con A # 0. Pongamos

m=inf {|(T =Alx]|: [[x|| = 1,x eM} (18)

Entonces:
a) Sim =0, se verifica que A € gp(T) y ker(T —Al)NM # {0}.

b) Si m > 0 se verifica que (T —AI)(M) es cerradoy T —Al es un
isomorfismo topoldgico de M sobre (T —Al)(M).

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H'y
AeKcon A #£0, entonces (T — Al)(H) es cerrado. En consecuencia se
verifica que

(T =AN(H) =ker(T* =A1* (19)

Teorema. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert Hy A €K
con A # 0. Entonces se verifica que T — Al es inyectiva si, y sélo si, es
sobreyectiva:

(T=AN)(H)=H <= ker(T —Al)={0}
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Representaremos por Inv(L(F()) el conjunto de los operadores inversibles de
L(H).
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Representaremos por Inv(L(F()) el conjunto de los operadores inversibles de
L(H).

Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert 3, y sea
A €K, A # 0. Entonces se verifica que

T —Alelnv(L(H)) < A & ap(T)

Operadores en Espacios de Hilbert



Representaremos por Inv(L(F()) el conjunto de los operadores inversibles de
L(H).

Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert 3, y sea
A €K, A # 0. Entonces se verifica que

T —Alelnv(L(H)) <= A & 0p(T)
Observa que para A = 0 todo lo que puede decirse es que si T es inversible

entonces 0 € gp(T ), pero esto no implica que T sea inversible, ya que en
dimensidn infinita un operador puede ser inyectivo y no inversible.
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Representaremos por Inv(L(F()) el conjunto de los operadores inversibles de
L(H).

Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert 3, y sea
A €K, A # 0. Entonces se verifica que

T —Alelnv(L(H)) < A & ap(T)

Observa que para A = 0 todo lo que puede decirse es que si T es inversible
entonces 0 € gp(T ), pero esto no implica que T sea inversible, ya que en
dimensidn infinita un operador puede ser inyectivo y no inversible.

Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert complejo
H,y A #0. Entonces se verifica que A € 0p(T) si, y s6lo si, A € 0, (T*).
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Estos resultados suelen enunciarse de la siguiente forma: si T es un
operador compacto en un espacio de Hilbert H{ y A # 0, entonces si la
ecuacion

(T—=Alx=0 (20)
tiene solucién Gnica x = 0, se verifica que la ecuacion

(T-Alx =y (21)

tiene para cada y € 3 solucién Unica x € H y, ademas, dicha solucion
depende continuamente de y.
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Estos resultados suelen enunciarse de la siguiente forma: si T es un
operador compacto en un espacio de Hilbert H{ y A # 0, entonces si la
ecuacion

(T=A)x=0 (20)

tiene solucién Gnica x = 0, se verifica que la ecuacion
(T-Alx =y (21)

tiene para cada y € 3 solucién Unica x € H y, ademas, dicha solucion
depende continuamente de y.

Este resultado suele interpretarse diciendo que la unicidad de la solucion de
la ecuacion (21) para cada y € K implica la existencia de dicha solucién. Es
un resultado util porque con frecuencia es relativamente facil probar la
unicidad de las soluciones de (21) en cuyo caso se tiene garantizada su
existencia.
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Célculo funcional acotado. Vamos a ver a continuacion como el Teorema
Espectral permite definir funciones de un operador compacto normal.
Consideraremos en lo que sigue un operador compacto T en un espacio de
Hilbert 3. Si K es un espacio de Hilbert real suponemos que T es
autoadjunto, en el caso complejo basta suponer para lo que sigue que T es
normal. Supondremos que dp(T) es infinito y que {A, :neN} =0p(T) es
una enumeracion de o,(T ). Llamaremos M, al espacio propio asociado al
valor propio A, y Py a la proyeccién ortogonal de H sobre My,. En estas
condiciones, el Teorema Espectral, nos dice que

T(x)= il/\nPn(x) (xeXH) (22)

lo que implica que T queda determinado de manera Unica por sus valores en
los espacios propios Mp,.
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Célculo funcional acotado. Vamos a ver a continuacion como el Teorema
Espectral permite definir funciones de un operador compacto normal.
Consideraremos en lo que sigue un operador compacto T en un espacio de
Hilbert 3. Si K es un espacio de Hilbert real suponemos que T es
autoadjunto, en el caso complejo basta suponer para lo que sigue que T es
normal. Supondremos que dp(T) es infinito y que {A, :neN} =0p(T) es
una enumeracion de o,(T ). Llamaremos M, al espacio propio asociado al
valor propio A, y Py a la proyeccién ortogonal de H sobre My,. En estas
condiciones, el Teorema Espectral, nos dice que

T(x)= il/\nPn(x) (xeXH) (22)

lo que implica que T queda determinado de manera Unica por sus valores en
los espacios propios Mp.Podemos utilizar la igualdad anterior para definir
operadores en H que tengan los mismos espacios propios M, que T y cuyos
valores propios vengan dados por una cierta funciéon ¢ : op(T) — C.
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Célculo funcional acotado. Vamos a ver a continuacion como el Teorema
Espectral permite definir funciones de un operador compacto normal.
Consideraremos en lo que sigue un operador compacto T en un espacio de
Hilbert 3. Si K es un espacio de Hilbert real suponemos que T es
autoadjunto, en el caso complejo basta suponer para lo que sigue que T es
normal. Supondremos que dp(T) es infinito y que {A, :neN} =0p(T) es
una enumeracion de o,(T ). Llamaremos M, al espacio propio asociado al
valor propio A, y Py a la proyeccién ortogonal de H sobre My,. En estas
condiciones, el Teorema Espectral, nos dice que

T(x)= il/\nPn(x) (xeXH) (22)

lo que implica que T queda determinado de manera Unica por sus valores en
los espacios propios Mp.Podemos utilizar la igualdad anterior para definir
operadores en H que tengan los mismos espacios propios M, que T y cuyos
valores propios vengan dados por una cierta funcién ¢ : op(T) — C.Un tal
operador, que representaremos por @[T ] sera de la forma

00

PTIx)= 3 @(An)Pn(x)  (x€3H) (23)

n=1
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € Mp.
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € My.Naturalmente, hay que
imponer alguna condicién a la funcién ¢ que garantice la convergencia de la
serie en (23). Una condicién clara es que dicha funcién esté acotada pues,
como @(An) son los valores propios de @[T ] debera cumplirse que

[@(A)| < ||@[T]|| paratodo A € gp(T).
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € My.Naturalmente, hay que
imponer alguna condicién a la funcién ¢ que garantice la convergencia de la
serie en (23). Una condicién clara es que dicha funcién esté acotada pues,
como @(An) son los valores propios de @[T ] debera cumplirse que

[p(A)| < ||@[T]|| paratodo A € 0p(T).Esta condicién también es suficiente
pues

m

> @(A)Pi(x

k=n

m

z [0(An) 2P| < ll@ll% 5 [IPx|I? =

k=n
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € My.Naturalmente, hay que
imponer alguna condicién a la funcién ¢ que garantice la convergencia de la
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € My.Naturalmente, hay que
imponer alguna condicién a la funcién ¢ que garantice la convergencia de la
serie en (23). Una condicién clara es que dicha funcién esté acotada pues,
como @(An) son los valores propios de @[T ] debera cumplirse que

[p(A)| < ||@[T]|| paratodo A € 0p(T).Esta condicién también es suficiente
pues

m

> @(A)Pi(x

k=n

m

Z [0(An) 2P| < ll@ll% 5 [IPx|I? =

k=n

Por tanto
()\k P (x

z Pk(X

Como para cada x € H es x = 3 _; PnX, la serie 3,51 Phx converge y, por
tanto, cumple la condiciéon de Cauchy, de donde, por la desigualdad anterior,
deducimos que la serie en (23) cumple la condicién de Cauchy, por lo que es
convergente a un elemento de H que notamos @[T](x).
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Observa que, @[T](x) = @(An)x para todo x € My.Naturalmente, hay que
imponer alguna condicién a la funcién ¢ que garantice la convergencia de la
serie en (23). Una condicién clara es que dicha funcién esté acotada pues,
como @(An) son los valores propios de @[T ] debera cumplirse que

[p(A)| < ||@[T]|| paratodo A € 0p(T).Esta condicién también es suficiente
pues

m

> @(A)Pi(x

k=n

m

Z [0(An) 2P| < ll@ll% 5 [IPx|I? =

k=n

Por tanto
()\k P (x

z Pk(X

Como para cada x € H es x = 3 _; PnX, la serie 3,51 Phx converge y, por
tanto, cumple la condiciéon de Cauchy, de donde, por la desigualdad anterior,
deducimos que la serie en (23) cumple la condicién de Cauchy, por lo que es
convergente a un elemento de H que notamos @[T ](x).Queda asi definida,
por medio de la igualdad (23), una aplicacion lineal @[T]: H — H.
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Dicha aplicacién es continua pues para todo N e N

2

N
2 2 2 2
<lolls Y IPex]I® < llellsIx|
k=1

N
> @(A)Pi(x)
KS1
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Dicha aplicacién es continua pues para todo N e N

2

N
2 2 2 2
<lolls Y IPex]I® < llellsIx|
k=1

N
> @(A)Pi(x)
KS1

Lo que implica que [|@[T](x)|| < [|@[l» (x|, por tanto @[T]€L(H) y
@[Tl < [|¢]lw. Pero six eMp con ||x|| = 1 se tiene que [[@[T](x)|| = [@(An)],
luego [[[T]|| = [l
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Dicha aplicacién es continua pues para todo N e N

2

N
2 2 2 2
<lolls Y IPex]I® < llellsIx|
k=1

N
> @(A)Pi(x)
KS1

Lo que implica que [|@[T](x)|| < [|@[l» (x|, por tanto @[T]€L(H) y
@[Tl < [|¢]lw. Pero six eMp con ||x|| = 1 se tiene que [[@[T](x)|| = [@(An)],
luego [[[T]|| = [l

Observa que la convergencia de la serie en (23) es convergencia puntual,
dicha serie converge en la norma de operadores si, y sélo si, {¢(An)} — 0, lo
que equivale a que @[T] sea compacto.
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Dicha aplicacién es continua pues para todo N e N

2

N
2 2 2 2
<lolls Y IPex]I® < llellsIx|
k=1

N
> @(A)Pi(x)
KS1

Lo que implica que [|@[T](x)|| < [|@[l» (x|, por tanto @[T]€L(H) y
@[Tl < [|¢]lw. Pero six eMp con ||x|| = 1 se tiene que [[@[T](x)|| = [@(An)],
luego [[[T]|| = [l

Observa que la convergencia de la serie en (23) es convergencia puntual,
dicha serie converge en la norma de operadores si, y sélo si, {¢(An)} — 0, lo
que equivale a que @[T] sea compacto.

Observemos que, en el caso en que 0 sea un valor propiode T, en la
igualdad (22) aparece como sumando OPyer(ry)X =0, el cual puede ser
eliminado sin que afecte para nada a dicha igualdad, pero eso si afectaria a
la igualdad (23) porque @(0) puede ser distinto de 0. Por tanto, para lo que
estamos haciendo, la igualdad (22) debe interpretarse literalmente
incluyendo un sumando nulo cuando ker(T) # {0}.

Operadores en Espacios de Hilbert



Vamos a considerar el espacio de Banach, {.(0p(T)), de las funciones
acotadas de 0,(T) en K con la norma uniforme

@]l =sup {[@(A)]: A €0p(T)}.
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Vamos a considerar el espacio de Banach, {.(0p(T)), de las funciones
acotadas de 0,(T) en K con la norma uniforme

[@llo =sup{|@(A)]: A € 0p(T)}.Acabamos de definir una aplicacion ¢ — ¢@[T]
de lw(0p(T)) en L(3). Dicha aplicacion recibe el nombre de calculo
funcional acotado en el operador T.

Operadores en Espacios de Hilbert



Vamos a considerar el espacio de Banach, {.(0p(T)), de las funciones
acotadas de 0,(T) en K con la norma uniforme

[@llo =sup{|@(A)]: A € 0p(T)}.Acabamos de definir una aplicacion ¢ — ¢@[T]
de lw(0p(T)) en L(3). Dicha aplicacion recibe el nombre de calculo
funcional acotado en el operador T.

Lo mismo que en L(J{) tenemos el producto de composicion de operadores,
(S,T)+— ST,y la operacion de paso a operador adjunto T — T*, asi mismo
en lw(0p(T)), tenemos el producto usual de funciones (¢, ) — @y y, en el

caso complejo, el paso a funcién compleja conjugada ¢ — @. Que el calculo
funcional acotado conserva todas estas operaciones es lo que se dice en el

siguiente teorema.
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Vamos a considerar el espacio de Banach, {.(0p(T)), de las funciones
acotadas de 0,(T) en K con la norma uniforme

[@llo =sup{|@(A)]: A € 0p(T)}.Acabamos de definir una aplicacion ¢ — ¢@[T]
de lw(0p(T)) en L(3). Dicha aplicacion recibe el nombre de calculo
funcional acotado en el operador T.

Lo mismo que en L(J{) tenemos el producto de composicion de operadores,
(S,T)+— ST,y la operacion de paso a operador adjunto T — T*, asi mismo
en lw(0p(T)), tenemos el producto usual de funciones (¢, ) — @y y, en el
caso complejo, el paso a funcién compleja conjugada ¢ — @. Que el calculo
funcional acotado conserva todas estas operaciones es lo que se dice en el
siguiente teorema.

Teorema. La aplicacion ¢ — ¢[T] de {w(0p(T)) en L(F) es lineal e
isométrica, también es un homomorfismo de &lgebras, es decir

(Y)[T] = Y[T]9[T], para todas @, Y € f(0p(T)), y verifica que @[T]* = @[T].
Ademés | = @[T], T =@ [T] donde @(A) =1y @ (A) = A paratodo
Aeap(T)y op(@IT]) = @(0p(T)).
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Vamos a ver ahora cémo la representacion espectral de un operador compacto T
permite obtener las soluciones de una ecuacioén del tipo Tx —Ax =y. Las
hipétesis siguen siendo las mismas, 3 es un espacio de Hilberty T e L(3) un
operador compacto. Si H es un espacio de Hilbert real hay que suponer que T es
autoadjunto, y en el caso complejo basta suponer que T es normal. En estas
condiciones consideremos la ecuacion

TX —uUx =y (24)

en la que se supone que y € K es conocido y u € K. Distinguiremos tres casos.
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Vamos a ver ahora cémo la representacion espectral de un operador compacto T
permite obtener las soluciones de una ecuacioén del tipo Tx —Ax =y. Las
hipétesis siguen siendo las mismas, 3 es un espacio de Hilberty T e L(3) un
operador compacto. Si H es un espacio de Hilbert real hay que suponer que T es
autoadjunto, y en el caso complejo basta suponer que T es normal. En estas
condiciones consideremos la ecuacion

TX —uUx =y (24)

en la que se supone que y € K es conocido y u € K. Distinguiremos tres casos.
A) 1 # 0y u no es un valor propio de T. Entonces se verifica que la funcion
Y : 0p(T) — Kdada por (A) =

tiene que

iu est4 acotada y, por tanto, Y[T]eL(X). Se

=9

YT =

n=1
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n=1
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Vamos a ver ahora cémo la representacion espectral de un operador compacto T
permite obtener las soluciones de una ecuacioén del tipo Tx —Ax =y. Las
hipétesis siguen siendo las mismas, 3 es un espacio de Hilberty T e L(3) un
operador compacto. Si H es un espacio de Hilbert real hay que suponer que T es
autoadjunto, y en el caso complejo basta suponer que T es normal. En estas
condiciones consideremos la ecuacion

TX —uUx =y (24)

en la que se supone que y € K es conocido y u € K. Distinguiremos tres casos.
A) 1 # 0y u no es un valor propio de T. Entonces se verifica que la funcion
Y : 0p(T) — Kdada por (A) =

tiene que

iu est4 acotada y, por tanto, Y[T]eL(X). Se

=9

YT =

n=1

0

T = 5 Ao~ 3 Pal) = 5 (-
n=1 n=1

n=1

Por tanto T — ul = ¢[T] sonde ¢: 0p(T) — K es la funcién ¢(A) = A — u. Como
W(A)e(A) =1, se sigue que Y[T] = (T — ul)~L, por lo que la solucién de la
ecuacion (24) es Unica y viene dada por x = Y[T](y).
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que
(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que

(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*
Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son gp(T)\ {1}
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que

(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*
Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son dp(T)\ {u}.Por tanto, dado
y € (T — ul)(3) = ker(T — ul)*, podemos aplicar lo visto en el punto A) al
operador T — ul. Por tanto, para z € ker(T — pl)* se verifica que

1

—5 )

Tz - Az = zZ=
KZ=Y = Z)\n
n;ﬁk
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que
(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*

Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son dp(T)\ {u}.Por tanto, dado

y € (T — ul)(3) = ker(T — ul)*, podemos aplicar lo visto en el punto A) al
operador T — ul. Por tanto, para z € ker(T — pl)* se verifica que

1

Tz-Nz=y<+=z= Z A
ne

5 Pn(y)
n;ﬁk

Ahora, dado x € }, podemos escribir x =z +u con z cker(T — pul)ty
ueker(T —ul), conlo que (T —ul)(x)=(T —ul)(z)=y
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que
(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*

Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son dp(T)\ {u}.Por tanto, dado

y € (T — ul)(3) = ker(T — ul)*, podemos aplicar lo visto en el punto A) al
operador T — ul. Por tanto, para z € ker(T — pl)* se verifica que

1

Tz-Nz=y<+=z= Z A
ne

n;ﬁk

+———Pn(y)

Ahora, dado x € }, podemos escribir x =z +u con z cker(T — pul)ty
ueker(T — ul), con lo que (T — ul)(x) = (T — ul)(z) = y.Concluimos que en
este caso las soluciones de la ecuacion (24) vienen dadas por

0

X=U+ T~ Pa(y)  (yeker(T —Ad)*,ucker(T — Acl))
n:l)‘”_)‘k

n#k
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que
(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*

Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son dp(T)\ {u}.Por tanto, dado

y € (T — ul)(3) = ker(T — ul)*, podemos aplicar lo visto en el punto A) al
operador T — ul. Por tanto, para z € ker(T — pl)* se verifica que
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Tz -z = =
Z-MAzZ=y<=z= Z P
n;ﬁk
Ahora, dado x € }, podemos escribir x =z +u con z cker(T — pul)ty

ueker(T — ul), con lo que (T — ul)(x) = (T — ul)(z) = y.Concluimos que en
este caso las soluciones de la ecuacion (24) vienen dadas por

x—u+z)\n1 Pa(y) (v eker(T —Ad)",ucker(T — Al))
n;ék

en consecuencia hay un total de my soluciones linealmente independientes
donde my es la dimension del espacio ker(T — Al).
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B) u# 0y 1= A es un valor propio de T. En este caso el operador T — ul
verifica que
(T — ut)(H) = ker(T* —l)* = ker(T — pl)*

Ademas, ker(T — 1)+ es un espacio reductor para T. En consecuencia T induce,
por restriccion, un operador compacto en el espacio de Hilbert ker(T — ul)*
cuyos valores propios son dp(T)\ {u}.Por tanto, dado

y € (T — ul)(3) = ker(T — ul)*, podemos aplicar lo visto en el punto A) al
operador T — ul. Por tanto, para z € ker(T — pl)* se verifica que

1

A )

Tz -z = =
Z-MAzZ=y<=z= Z P
n;ﬁk
Ahora, dado x € }, podemos escribir x =z +u con z cker(T — pul)ty

ueker(T — ul), con lo que (T — ul)(x) = (T — ul)(z) = y.Concluimos que en
este caso las soluciones de la ecuacion (24) vienen dadas por

x—u+z)\n1 Pa(y) (v eker(T —Ad)",ucker(T — Al))
n;ék

en consecuencia hay un total de my soluciones linealmente independientes
donde my es la dimension del espacio ker(T — Agl).Por otra parte, es claro que si
y & ker(T — A¢l)* entonces la ecuacion (24) no tiene solucion.
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C) u = 0. En este caso la ecuacion es Tx =y que, evidentemente, tiene solucion
cuandoy €T ().
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C) u = 0. En este caso la ecuacion es Tx =y que, evidentemente, tiene solucion
cuando y €T (3().Para describir las soluciones consideremos la expresién de T
dada por -
T= z QnUn ® Up
n=1

Donde {un : neN} es una base ortonormal de T () formada por vectores
propios de T con correspondientes valores propios oy, # 0.
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C) u = 0. En este caso la ecuacion es Tx =y que, evidentemente, tiene solucion
cuando y €T (3().Para describir las soluciones consideremos la expresién de T
dada por

00
T= z OpUn ® Up
n=1

Donde {un : neN} es una base ortonormal de T () formada por vectores
propios de T con correspondientes valores propios ap # 0.Por tanto
YET(H) <=y =Tx=3 on(X|Un)Un < (¥ |Un) =0 (X[un) VNnEN
n=1

Puesto que, por la desigualdad de Bessel, la serie Z [(x | un)|? es convergente,

n>1
[(y | un)P?

|C¥ |2 es convergente.
n

deducimos que la serie Z
n>1
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C) u = 0. En este caso la ecuacion es Tx =y que, evidentemente, tiene solucion
cuando y €T (3().Para describir las soluciones consideremos la expresién de T

dada por -
T= z QnUn ® Up

Donde {un : neN} es una base ortonormal de T () formada por vectores
propios de T con correspondientes valores propios ap # 0.Por tanto
YET(H) <=y =Tx=3 on(X|Un)Un < (¥ |Un) =0 (X[un) VNnEN
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Puesto que, por la desigualdad de Bessel, la serie Z [(x | un)|? es convergente,

n>1
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. , Un
deducimos que la serie Z M
n>1 | ”l
describir laimagen de T como sigue

& enl?
T(H) = z CnUn : z anl? < o (25)

=1

es convergente.Por tanto podemos

Operadores en Espacios de Hilbert



C) u = 0. En este caso la ecuacion es Tx =y que, evidentemente, tiene solucion
cuando y €T (3().Para describir las soluciones consideremos la expresién de T
dada por -
T= z QnUn ® Up
Donde {un : neN} es una base ortonormal de T () formada por vectores
propios de T con correspondientes valores propios ap # 0.Por tanto
YET(H) <=y =Tx=3 on(X|Un)Un < (¥ |Un) =0 (X[un) VNnEN
n=1

Puesto que, por la desigualdad de Bessel, la serie Z [(x | un)|? es convergente,

n>1
2
. , Un
deducimos que la serie Z M
n>1 | ”l
describir laimagen de T como sigue

& enl?
T(H) = z CnUn : z anl? < o (25)

n=1

es convergente.Por tanto podemos

i 2 C -
Dadoy = Z CnUn en T () el vector de H dado por x = Z O{—"un verifica que
n=1 n=1 "N
Tx =y. Naturalmente, si z cker(T) también T(x +2z) =vy.
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De la igualdad (25) se deduce que la imagen del operador T no es cerrada.
. . . 1
En efecto, basta considerar una sucesion parcial {a,(n) } tal que og(n) < Y

- . 1
definimos una sucesion {cn} por () = %ag(n) y ch =0 paran ¢ o(N).
Con ello tenemos que la serie 2 crz, converge, por lo que w = z ChuneXH,y
n=1

n>1
n

si consideramos la sucesion de las sumas parciales z, = Z Ck Uk, Se tiene
K=1

lcnl?

anl?

que zn € T(H) pero {zn} — w, y w & T (H) porque la serie 2 no

n>1
converge.
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De la igualdad (25) se deduce que la imagen del operador T no es cerrada.
. . . 1
En efecto, basta considerar una sucesion parcial {a,(n) } tal que og(n) < Y

- . 1
definimos una sucesion {cn} por () = Tag(n) y ch =0 paran ¢ o(N).
Con ello tenemos que la serie Z c2 converge, por lo que w = z ChuneXH,y
n>1

n
si consideramos la sucesion de las sumas parciales z, = Z Ck Uk, Se tiene

K=1
2
que zn € T(H) pero {zn} — w, y w & T (H) porque la serie 2 Cnl

n>1‘ n‘

no
converge.

Proposicion. Sea J un espacio de Hilbert, T € L(J) un operador compacto
y A €K, con A # 0. Entonces se verifica que los espacios ker(T —Al) y
ker(T* — Al) tienen igual dimension.
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Alternativa de Fredholm. Dado un operador compacto T €L(H) y un
namero A # 0, consideremos las ecuaciones homogéneas

(T=A)x =0, (T*=Al)y=0 (26)
y las ecuaciones no homogéneas
(T—=AXx =u, (T*=Aly =v (27)

Entonces se verifica una y sélo una de las siguientes afirmaciones.
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Alternativa de Fredholm. Dado un operador compacto T €L(H) y un
namero A # 0, consideremos las ecuaciones homogéneas

(T=A)x =0, (T*=Al)y=0 (26)
y las ecuaciones no homogéneas
(T—=AXx =u, (T*=Aly =v (27)

Entonces se verifica una y sélo una de las siguientes afirmaciones.

a) Las ecuaciones (26) tienen soluciones Unicas x =0,y = 0, en cuyo caso
las ecuaciones (27) tienen solucion Gnica parar todo u € K, v € H, soluciones
gue dependen continuamente de uy de v.
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Alternativa de Fredholm. Dado un operador compacto T €L(H) y un
namero A # 0, consideremos las ecuaciones homogéneas

(T=ADx=0, (T*=Al)y=0 (26)
y las ecuaciones no homogéneas
(T—=AXx =u, (T*=Aly =v (27)

Entonces se verifica una y sélo una de las siguientes afirmaciones.

a) Las ecuaciones (26) tienen soluciones Unicas x =0,y = 0, en cuyo caso
las ecuaciones (27) tienen solucion Gnica parar todo u € K, v € H, soluciones
gue dependen continuamente de uy de v.

b) Las ecuaciones (26) no tienen soluciones Unicas, en cuyo caso ambas
tienen el mismo numero finito, igual a la dimension de ker(T —Al), de
soluciones linealmente independientes, y las ecuaciones (27) tienen solucion
si, y s6lo si, v eker(T — A1)t y ucker(T* — A1), en cuyo caso las soluciones
estan determinadas médulo ker(T —Al) 0 modulo ker(T* —Al).
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € 3.
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € ¥.Las
proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, si P es una
proyeccién ortogonal, se tiene que

(Px |x) = (P?x |x) = (Px | Px) > 0.
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € ¥.Las
proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, si P es una
proyeccién ortogonal, se tiene que

(Px |x) = (P?x | x) = (Px | Px) > 0.También son operadores positivos T*T y
TT* cualquierasea T eL(H). Es claro que la suma de operadores positivos y
el producto de un operador positivo por un escalar positivo son operadores
positivos. La continuidad del producto escalar implica que los operadores
positivos son un conjunto cerrado en L(J).
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € ¥.Las
proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, si P es una
proyeccién ortogonal, se tiene que
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TT* cualquierasea T eL(H). Es claro que la suma de operadores positivos y
el producto de un operador positivo por un escalar positivo son operadores
positivos. La continuidad del producto escalar implica que los operadores
positivos son un conjunto cerrado en L(J).Si 3 es un espacio de Hilbert
complejo, entonces sabemos que la condicién (Tx | x) > 0 para todo x € X,
por si sola, implica que T es autoadjunto.
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complejo, entonces sabemos que la condicién (Tx | x) > 0 para todo x € X,
por si sola, implica que T es autoadjunto.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H. Si
H es real se supone que T es autoadjunto, y si H es complejo se supone
que T es normal.
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € ¥.Las
proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, si P es una
proyeccién ortogonal, se tiene que

(Px |x) = (P?x | x) = (Px | Px) > 0.También son operadores positivos T*T y
TT* cualquierasea T eL(H). Es claro que la suma de operadores positivos y
el producto de un operador positivo por un escalar positivo son operadores
positivos. La continuidad del producto escalar implica que los operadores
positivos son un conjunto cerrado en L(J).Si 3 es un espacio de Hilbert
complejo, entonces sabemos que la condicién (Tx | x) > 0 para todo x € X,
por si sola, implica que T es autoadjunto.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H. Si
H es real se supone que T es autoadjunto, y si H es complejo se supone
que T es normal.

a) T es positivo si, y sélo si, todos sus valores propios son nimeros reales
mayores o iguales que cero.
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Raiz cuadrada y forma polar de un operador. ~ Un operador T €L(7) se
dice que es positivo si es autoadjuntoy (Tx | x) > 0 para todo x € ¥.Las
proyecciones ortogonales son operadores positivos pues, si P es una
proyeccién ortogonal, se tiene que

(Px |x) = (P?x | x) = (Px | Px) > 0.También son operadores positivos T*T y
TT* cualquierasea T eL(H). Es claro que la suma de operadores positivos y
el producto de un operador positivo por un escalar positivo son operadores
positivos. La continuidad del producto escalar implica que los operadores
positivos son un conjunto cerrado en L(J).Si 3 es un espacio de Hilbert
complejo, entonces sabemos que la condicién (Tx | x) > 0 para todo x € X,
por si sola, implica que T es autoadjunto.

Proposicion. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert H. Si
H es real se supone que T es autoadjunto, y si H es complejo se supone
que T es normal.

a) T es positivo si, y sélo si, todos sus valores propios son nimeros reales
mayores o iguales que cero.

b) Si T es positivo existe un Unico operador compacto y positivo S tal que
S2 =T, dicho operador se representa con la notacién S = vT
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Nos planteamos ahora obtener una “descomposicion polar’ de un operador
analoga a la representacion de un complejo en forma polar
z =|z|e'".
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Nos planteamos ahora obtener una “descomposicion polar’ de un operador
anéloga a la representacion de un complejo en forma polar

z = |z|€'%.Consideremos primero el caso finito dimensional en que H{ =C"y
el operador viene dado por una matriz normal inversible A€ Mp.n(C).
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Nos planteamos ahora obtener una “descomposicion polar’ de un operador
anéloga a la representacion de un complejo en forma polar

z = |z|€'%.Consideremos primero el caso finito dimensional en que H{ =C"y
el operador viene dado por una matriz normal inversible A € Mpn(C).Hemos
visto que existen una matriz unitaria, U, y una matriz diagonal

D =diag(A1,A2,...,An), talesque A= U -D-U*. Ademas, como A es
inversible, todos sus valores propios A deben ser distintos de cero.
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anéloga a la representacion de un complejo en forma polar
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el operador viene dado por una matriz normal inversible A € Mpn(C).Hemos
visto que existen una matriz unitaria, U, y una matriz diagonal
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inversible, todos sus valores propios A deben ser distintos de cero.Podemos
escribir D = ¢-|D| donde

= diag(®,e'®%,...,e%), D] =diag(|Asl,[Asl,.... An])
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Nos planteamos ahora obtener una “descomposicion polar’ de un operador
anéloga a la representacion de un complejo en forma polar

z = |z|€'%.Consideremos primero el caso finito dimensional en que H{ =C"y
el operador viene dado por una matriz normal inversible A € Mpn(C).Hemos
visto que existen una matriz unitaria, U, y una matriz diagonal

D =diag(A1,A2,...,An), talesque A= U -D-U*. Ademas, como A es
inversible, todos sus valores propios A deben ser distintos de cero.Podemos
escribir D = ¢-|D| donde

= diag(®,e'®%,...,e%), D] =diag(|Asl,[Asl,.... An])

A=U.-¢.D|-U*=U-®.U*.U-|D|-U*=V"S

dondeV =U-®-U* es una matriz unitariay S=U - |D|-U* es
positiva.
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D =diag(A1,A2,...,An), talesque A= U -D-U*. Ademas, como A es
inversible, todos sus valores propios A deben ser distintos de cero.Podemos
escribir D = ¢-|D| donde

= diag(®,e'®%,...,e%), D] =diag(|Asl,[Asl,.... An])

A=U.-¢.D|-U*=U-®.U*.U-|D|-U*=V"S

dondeV =U-®-U* es una matriz unitariay S=U - |D|-U* es
positiva.Observa que S2 = U -|D|? - U* = A*A, esto es, S = v/A* - A. Por tanto
la igualdad obtenida A =V - S responde a lo que queriamos.
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anéloga a la representacion de un complejo en forma polar

z = |z|€'%.Consideremos primero el caso finito dimensional en que H{ =C"y
el operador viene dado por una matriz normal inversible A € Mpn(C).Hemos
visto que existen una matriz unitaria, U, y una matriz diagonal

D =diag(A1,A2,...,An), talesque A= U -D-U*. Ademas, como A es
inversible, todos sus valores propios A deben ser distintos de cero.Podemos
escribir D = ¢-|D| donde

= diag(®,e'®%,...,e%), D] =diag(|Asl,[Asl,.... An])

A=U.-¢.D|-U*=U-®.U*.U-|D|-U*=V"S

dondeV =U-®-U* es una matriz unitariay S=U - |D|-U* es
positiva.Observa que S2 = U -|D|? - U* = A*A, esto es, S = v/A* - A. Por tanto
la igualdad obtenida A =V - S responde a lo que queriamos.Si no se supone
gue A es inversible, algunos elementos en la diagonal de D seran nulos
(tantos como la dimensién del ntcleo de A) y V ya no sera una matriz
unitaria, pero V -V* =diag(1,1,1,...,0,...,0) es una isometria cuando se
restringe al complemento ortogonal de su nucleo.
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Consideremos ya el caso general en que H es un espacio de Hilbert
complejoy T €L(3) es un operador cualquiera. Como T*T es positivo,
definimos |T| =V T*T.

Operadores en Espacios de Hilbert



Consideremos ya el caso general en que H es un espacio de Hilbert
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definimos |T| =V T*T.

Se dice que un operador T €L(H) es una isometria parcial cuando su
restriccion a (ker T)* es una isometria, es decir, | Tx|| = ||x|| para todo
x € (kerT)t.
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VelL(H)estalque T =V|T|y ker(V) D ker(T), entoncesV =U.Si T es
inversible, entonces U es unitario.

En general, para un operador compacto arbitrario, T e K (3(), no puede
asegurarse la existencia de valores propios (el operador de Volterra es un
ejemplo), por lo que para un tal operador es impensable una representacion
espectral analoga a la obtenida para el caso en que el operador sea también
normal.
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Consideremos ya el caso general en que H es un espacio de Hilbert
complejoy T €L(3) es un operador cualquiera. Como T*T es positivo,
definimos |T| =V T*T.

Se dice que un operador T €L(H) es una isometria parcial cuando su
restriccion a (ker T)* es una isometria, es decir, | Tx|| = ||x|| para todo
x € (kerT)t.

Descomposicion polar. Sea T €L(H). Entonces existen una isometria
parcial U talque T = U|T|y ker(U) = ker(T). Ademéas U(H) =T (K). Si
VelL(H)estalque T =V|T|y ker(V) D ker(T), entoncesV =U.Si T es
inversible, entonces U es unitario.

En general, para un operador compacto arbitrario, T e K (3(), no puede
asegurarse la existencia de valores propios (el operador de Volterra es un
ejemplo), por lo que para un tal operador es impensable una representacion
espectral analoga a la obtenida para el caso en que el operador sea también
normal.Pero, a partir de la descomposicion polar, usando la representacion
espectral del operador compacto y autoadjunto |T |, podemos obtener una
representacion de T como una serie de operadores de rango uno.Los
valores propios del operador |T| se llaman valores singulares de T.
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Sea, pues, T = U|T| la descomposicion polar de T. Por el teorema espectral
para T*T tenemos que

0

[T*TI(x)= 3 An(X[Un)Un
K=1
donde A, > 0 son los valores propios distintos de cero de T*T y {u, : n€N}
es una base ortonormal de [T *T](%)formada por vectores propios de T*T
con valores propios respectivos A, (cada uno de ellos repetido tantas veces
como la dimensién del espacio propio correspondiente).
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0

Tx=U[T|x = sn(x|Un)Vn (28)
k=1
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Puesto que U es un isomorfismo isométrico de |T |(F() sobre T (H) y

[T*T](3) = ker(T*T)* = ker(T)* =[T[(H)

se tiene que {v, : n€N} es una base ortonormal de T ().
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dado por
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Tx=3 sn(x|Un)un (0= VneN)

K=1
Por tanto, poniendo v, = U(uy), tenemos que

0

Tx=U[T|x = sn(x|Un)Vn (28)
k=1

Puesto que U es un isomorfismo isométrico de |T |(F() sobre T (H) y

[T*T](3) = ker(T*T)* = ker(T)* =[T[(H)

se tiene que {v, : neN} es una base ortonormal de T (7().La igualdad (28)
se conoce como representacion singular  del operador compacto T.
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